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Kam naudotis tuo, kas buvo sugalvota prieš 2000 metų,
kai galima naudotis tuo, kas buvo sukurta prieš 20 metų. 

Dr. Donaldas Zanevičius

Lietuvos inžinierių sąjungos prezidentas

Žmonės jau prieš kelis tūkstantmečius pradėjo domėtis dienos ir nakties bei vasaros ir žiemos kaita, o vėliau ir kitomis planetomis bei jų judėjimo orbitomis. Priėmus hipotezę, kad Saulė sukasi aplink Žemę apskritimu, visas apskritimas buvo padalytas į 360 dalių (metai sudaro 365,25 paras), pavadintų laipsniais. Taip atsirado kampo, matuojamo laipsniais, sąvoka. Maždaug tuo pat laiku kiniečiai, negalėdami tiesiogiai išmatuoti pastato aukščio, sugalvojo būdą, kaip iš pastato šešėlio ilgio, kurį jau galima išmatuoti, ir įbestos į žemę lazdos šešėlio ilgio apskaičiuoti didelio pastato aukštį. Tam buvo panaudota dviejų vienas į kitą įstatytų trikampių savybė. Pradėjo formuotis trigonometrija (trigona gr.–trikampis). Taigi trigonometrija turi senas tradicijas. Tiesa, trigonometrinės funkcijos sin, cos, tg turi keletą nepageidautinų savybių. Viena jų – funkcijos neturi analitinių išraiškų ir ilgą laiką buvo pateikiamos tik skaičių lentelių pavidalu. Lobačevskiui kuriant neeuklidinę geometriją, reikėjo turėti šių funkcijų analitines išraiškas, ir jis paprašė Eulerio tai padaryti. Euleris sin, cos, tg funkcijas pateikė eilutės pavidalu. Tačiau funkcijų kintamuoju turėjo būti ne kampas, o jį atitinkantis lanko ilgis.
Taigi nuo trigonometrijos formavimosi pradžios praėjo daugiau nei 2000 metų. Nors trigonometrija ir nepripažįstama kaip atskira mokslo šaka, trigonometrinės funkcijos sin, cos, tg ir šiandien labai plačiai naudojamos mechanikoje, aerodinamikoje, astronomijoje, geodezijoje ir daugelyje kitų tiksliųjų mokslų. Tačiau ir šiandien naudojant trigonometrines funkcijas įvairiems skaičiavimams atsiranda nemažai problemų.
Teorinė mechanika nagrinėja sąlygas, kuriomis sistema, veikiama įvairių jėgų, išlieka pusiausvyroje. Jėgos vaizduojamos vektoriais. Ieškoma vektorių projekcijų į pasirinktas koordinačių ašis. Jėgos (vektoriaus) projekcijai nustatyti naudojama vektorių algebroje (kaip ir kompleksinių skaičių teorijoje) priimta kampo trigonometrijos funkcijos sin ir cos.

Statikos teorija remiasi penkiomis aksiomomis. Viena iš jų tvirtina, kad sistema yra pusiausvyroje, jeigu projekcijų į koordinačių ašis suma lygi nuliui. Viskas lyg ir paprasta. Tačiau, sprendžiant konkrečių sistemų jėgų projekcijų sumų lygtis, atsiranda nemaža problemų.
Pagrindinė problema yra ta, kad lygčių sistemoje, kuri sudaroma remiantis kampo trigonometrijos funkcijomis sin ir cos, šios lygtys darosi transcendentinės, kurių sprendimai dažnai būna komplikuoti.
Pavyzdys iš teorinės mechanikos

Panagrinėkime paprasčiausią pavyzdį, duodamą V. Paliūno knygoje. Teorinė mechanika. Vilnius Mokslas. 1982 m. Vadovėlis skirtas  universitetų mechanikos specialybės studentams. 87 p. yra pavyzdys 5. 1. Prie gelžbetoninės plokštės prikabinami trys lynai A, B, C. Laisvi trijų lynų galai sujungiami į vieną mazgą, už kurio kabinamas krano kablys.Duodami gelžbetoninės plokštės linijiniai gabaritai a, b, d ir svoris P. Reikia apskaičiuoti jėgas, kurios veikia lynus. Pasinaudojus pusiausvyros sąlygomis, gaunamos tokios išraiškos:
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Išraiškų (1)(2) skaičiavimo procedūra maždaug tokia. Pradžioje apskaičiuojami kampai α, β, γ. Pavyzdžiui, 
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Gautos kampo išraiškos radianais perskaičiuojamos į kampus, matuojamus laipsniais, minutėmis ir sekundėmis. Įdomu tai, kad nei uždavinio formavimo pradžioje, nei pateikiant skaičiavimo rezultatus kampo sąvokų nėra. Kampus reikia įsivesti tik tam, kad, norint gauti jėgos vektoriaus projekciją į koordinačių ašis, naudojamasi vektorinėje algebroje priimtomis kampo trigonometrijos funkcijomis sin, cos, tg. Tai šimtmetinė vektorinės algebros ir kompleksinių skaičių teorijos tradicija. Naudojantis pateiktomis formulėmis, apskaičiuojamas jėgų dydis. Pateikiamas konkretus pavyzdys: a = 1 m.    b = 0,75 m.      d = 2 m.     P = 4 kN.
Iš (1)(2) gaunama, kad 

[image: image4.wmf]T

A

T

B

1

179

,

;

[image: image5.wmf]T

C

2

137

,

.

(3)
Kiti pavyzdžiai, pateikti minėtame teorinės mechanikos vadovėlyje, rodo, kad dauguma atvejų lygtys, kuriose yra transcendentinių funkcijų sin, cos, tg, tiesiogiai neišsprendžiamos. Tokias lygtis galima išspręsti tik iteracijų būdu. Ir kitose technikos mokslo šakose, kuriose plačiai naudojamos kampo trigonometrijos transcendentinės funkcijos sin, cos, tg, taip pat lygtys, kuriose yra transcendentinių funkcijų, gali būti išspręstos tik iteracijų būdu.

Susidūręs su lygčių neišsprendžiamumo problema, pasiūliau būdą, kaip išvengti transcendentinių funkcijų formuojant vektorių projekcijas (o kartu ir kompleksinių skaičių užrašymo formą) į koordinačių ašis.
1987 m. Vilniaus universitete įvykusioje konferencijoje, kurios organizatoriais buvo ir Lietuvos mokslų akademijos Matematikos ir kibernetikos institutas, perskaičiau pranešimą „Kur dingo parabolinis sinusas“, kuriame ir buvo pasiūlyta įsivesti parabolinį sinusą sph, parabolinį kosinusą cph ir parabolinį tangentą tph, kuriuose, skirtingai nei klasikinėse trigonometrijos funkcijose, kampo sąvokos nėra (vietoj jo naudojamas linijinis dydis h). sph, cph ir tph yra algebrinės funkcijos. Šių funkcijų išraiškos su kai kuriais pavyzdžiais buvo pateiktos mano straipsnyje (D. Zanevičius Neosinusai elektrotechnikoje ir mechanikoje. MT 2006 Nr.1) Šių funkcijų (neosinusų) panaudojimas formuojant sistemų lygtis leidžia gauti algebrines lygtis, kurios daugeliu atvejų gali būti išspręstos analitiškai. Jeigu lygčių negalima išspręsti analitiškai, tai ir  skaitmeniniais metodais jos sprendžiamos paprasčiau nei tuo atveju, kai lygtyse yra transcendentinių funkcijų sin, cos, tg. Norėdami tuo įsitikinti, grįžkime prie tik ką nagrinėto uždavinio iš teorinės mechanikos vadovėlio.
Naudojantis neosinusų sąvokomis, pagrindinis parametras h nustatomas kaip santykis tarp trikampio kraštinių. Pavyzdžiui, parametras hβ (atitinkantis kampo β dydį) apskaičiuojamas 
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Vektorių projekcijos į koordinačių ašis nustatomos naudojantis sph ir cph funkcijomis 
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Gavus visų jėgų projekcijas į koordinačių ašis, gaunama lygčių sistema, iš kurios apskaičiuojami mus dominantys dydžiai. Atlikus supaprastinimo operacijas (tokia galimybė atsiranda, kadangi visos išraiškos yra algebrinės), gausime:
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Įstačius a, b, d reikšmes į (4),(5), gausime atsakymus, kurie visiškai sutampa su skaitmeninėmis reikšmėmis (3), kurios buvo gautos naudojant išraiškas (1)(2). Sulyginus išraiškas (4)(5) su išraiškomis (1)(2), prie kurių dar reikia pridėti nemaža skaičiavimų nustatant transcendentinių funkcijų reikšmes bei kampų perskaičiavimą iš radianų į laipsnius, minutes ir sekundes bei atvirkščiai, galima padaryti išvadą, kad neosinusų panaudojimas skaičiuojant teorinės mechanikos uždavinį ryškiai supaprastina skaičiavimo procedūras, nors skaičiavimo rezultatas gaunamas tas pats.

Pavyzdys iš analitinės geometrijos
Elipsė yra viena daugiausia naudojamų antro laipsnio kreivių. Ji plačiai naudojama geodezijoje ir astronomijoje, o kartai ir mechanikoje. Elipsė kaip kreivė detaliai išnagrinėta analitinės geometrijos universitetų vadovėliuose. Elipsės, kaip ir kitų antros eilės kreivių matematiniai modeliai dažniausiai pateikiami Dekarto koordinačių sistemoje ir polinėje sistemoje. Sudarant elipsės modelį polinėje koordinačių sistemoje, naudojamasi kampo trigonometrinėmis funkcijomis sin, cos. Elipsės modelis Dekarto koordinačių sistemoje 
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Priimama, kad vektoriaus R viršūnė yra taške M(x,y), kuris yra ant elipsės. Tada vektoriaus R projekcija į koordinačių ašis bus išreiškiama naudojantis sin ir cos. Įstačius šių projekcijų išraiškas į elipsės lygtį (6), gaunamas elipsės matematinis modelis polinėje koordinačių sistemoje 
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Iš išraiškų (7), (8), atlikus įvairias koordinačių pradžios perkėlimo operacijas, geodezijoje gaunamos Žemės meridianų, astronomijoje planetų trajektorijų, o mechanikoje elipsinių krumpliaračių matematiniai modeliai. Taigi elipsės matematinis modelis (7), (8) yra daugelio mokslo ir technikos sričių bazinis modelis, iš kurio gaunamos įvairios šio modelio variacijos, pritaikytos konkretiems uždaviniams spręsti.
Parašykime elipsės matematinį modelį naudodamiesi neosinusais. Priimkime, kad vektoriaus R viršūnė yra taške M(x,y), kuris yra ant elipsės. Vektoriaus R projekciją į koordinačių ašis išreikšime pasinaudodami neosinusais sph ir cph. Vektoriaus R projekciją į koordinačių ašis išreikšime naudojantis neosinusais sph ir cph. Įstačius šių projekcijų išraiškas į elipsės lygtį (6), gausime elipsės matematinį modelį neosinusų koordinačių sistemoje:
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Sulyginkime elipsės skaičiavimus polinėje koordinačių sistemoje (7),(8) ir elipsės skaičiavimus neosinusų koordinačių sistemoje (9), (10), (11). Pradžioje patikrinkime skaitmenines reikšmes. Priimkime, kad elipsės 
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Skaičiuojant (7) kaip ir (9), gausime tą patį rezultatą 
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Skaičiavimuose vienu ir kitu atveju gausime dydžius, nusakančius vektoriaus R kryptį 
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Polinėje koordinačių sistemoje vektoriaus kryptį nusako kampas α, o neosinusų sistemoje – linijinis dydis h. Jų santykis apibrėžiamas priklausomybe
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O tai reiškia, kad ir α, ir h fiksuoja vienodą vektoriaus kryptį. Tačiau skaičiavimo procedūrų prasme neosinusų modelis yra kur kas paprastesnis. 
Tačiau daugeliu atvejų matematinis elipsės modelis yra tik pradinis modelis kažkam gauti. Tai parodysime kitame straipsnyje. Todėl galima tvirtinti, kad algebriniai modeliai neosinusų pagrindu yra patogesni kuriant naujus matematinius modelius. Ir tai nieko nuostabaus, nes kampo trigonometrija buvo pradėta kurti maždaug prieš 2000 metų, kada dar buvo galvojama, kad Saulė sukasi aplink Žemę apskritimu. 
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